
CPE 332 
Computer Engineering 

Mathematics II 

Chapter 1 Vector 



Web Site 
• http://cpe.rsu.ac.th/ut 

– Download Material, Course Notes 
– Download Slides 
– Download HW Solutions 
– Grading 
– Announcements 
– Resources 

http://cpe.rsu.ac.th/ut


Today Topics 

• Period 1 
– Course Outlines 
– Course Web Site 
– Part I Chapter 1 Vector (Review) 
– Breaks 
– Part I Chapter 1 Vector (Review) 

• Assignment:  
– ยังไมม่กีารบา้น 
– Download MATLAB Tutorial 1-5 และลองทํา Exercise ด ู

• Next Week ตอ่ Vector และ Chapter 2 เรือ่ง Matrix 
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Definition of Vector 
 



Definition of Vector 
 



 



 



Notes 
• เนือ่งจาก Vector มทีัง้ขนาดและทศิทาง เรา

สามารถเขยีน Vector เป็นสองสว่น  
– สว่นขนาดแทนทีด่ว้ย Scalar 
– สว่นทศิทาง จะแทนทีด่ว้ย Unit Vector ทีม่ทีศิทาง

เดยีวกบั Vector เดมิ 
                      
 

• การกําหนดทศิทาง อาจจะกําหนดเป็น Component ในแกน 
Coordinate (x,y,z); อาจจะกําหนดเป็นมมุทีก่ระทํากบัแกน 
Coordinate 

• อาจจะกําหนดเป็น Ratio ทีก่ระทํากบัแกนก็ได ้
• จะกลา่วตอ่ไปภายหลงั 

– เราจะเนน้ทีส่องอนัแรก คอืกําหนดเป็น Component i,j,k ในแกน 
x,y,z 

– หรอืกําหนดในรปู Cosine ของมมุ 
– ทัง้สองอนันีจ้ะเกีย่วขอ้งกบั Unit Vector 
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Vector Operations 
• เนือ่งจาก Vector ประกอบดว้ยทัง้ขนาดและ

ทศิทาง 
– พชีคณติ เชน่ บวก ลบ คณู หาร จะไมเ่หมอืนกบั Scalar 

เนือ่งจากตอ้งนําทศิทางมาประกอบการคํานวณดว้ย 
– การ บวก-ลบ ของ Vector จะได ้Vector ใหมท่ีข่นาด

และทศิทางตา่งจากเดมิ 
– การคณู เราจะไมใ่ชคํ้าวา่ ‘Multiplication’ แตจ่ะใชคํ้าวา่ 

‘Product’ แบง่เป็นสองประเภท 
• Scalar Product (Dot Product; ●) จะได ้Scalar 
• Vector Product (Cross Product; X) จะได ้Vector ทีต่ัง้ฉาก

กบั Vector เดมิทัง้สอง 



Addition and Substraction 
 



 



 



การประยกุตใ์ชใ้น Plane 
Geometry 



 



 



 



Component Vector 
 



Component Vector in 
Cartesian Coordinate 

 



Component Vector in 
Cartesian Coordinate 



Component Vector in 
Cartesian Coordinate 



Position Vector 
• จดุใน Space สามารถแสดงไดโ้ดยใช ้Vector 

เริม่จาก Origin 
– อาจเรยีก Location Vector หรอื Radius Vector 
– จดุ P แสดงไดโ้ดยใช ้Vector OP 
– และสามารถแสดงไดโ้ดยใช ้Component Vector 



Position Vector และ 
Addition-Subtraction using 

Component Vector 



สรปุ 
• การเขยีน Vector ในลักษณะ Component 

จะสามารถบวกและลบกนัไดง้า่ย โดยการ
บวกลบแตล่ะ Component บนแกนเดยีวกนั 
– Vector Product สามารถคํานวณไดเ้ชน่กนั 

• จดุใน Space สามารถแทนดว้ย Vector เริม่
จากจดุ Origin เรยีก Position Vector 
– Vector ทีเ่กดิจากสองจดุใน Space สามารถ

คํานวณไดจ้าก Position Vector นี ้

 



 

r 



Any vectors in Cartesian 
Coordinates 

• Given 2 Points, P(x1,y1,z1) and 
Q(x2,y2,z2) 
– We have OP+PQ=OQ 
– Then PQ = OQ – OP  

• PQ = x2i+y2j+z2k – x1i+y1j+z1k 
• PQ =(x2-x1)i+(y2-y1)j+(z2-z1)k 

O 

X 

Y 

Z 

Q(x2,y2,z2) 

P(x1,y1,z1) 



Any vectors in Cartesian 
Coordinates 

• Given 2 Points, P(x1,y1,z1) and 
Q(x2,y2,z2) 
– PQ =(x2-x1)i+(y2-y1)j+(z2-z1)k 
– Also magnitude or length of vector is the 

distance between those 2 points (Euclidian 
Distance) 
• PQ = √(x2-x1)2+(y2-y1)2+(z2-z1)2 

O 

X 

Y 

Z 

P(x1,y1,z1) 

Q(x2,y2,z2) 



Direction Cosine/Ratio 
• Vector สามารถเขยีนเป็นสองสว่นประกอบ 

 
 

– ขนาด สามารถหาไดง้า่ย กรณี Position Vector 
– ทศิทาง คอื Unit Vector ทีม่ทีศิทางเดยีวกนักบั 

Vector นัน้ 
• ทศิทาง สามารถแตกเป็น Component Vector บนแตล่ะ

แกนไดด้ว้ย 
• ทศิทางสามารถกําหนดดว้ยมมุทีทํ่ากบัแตล่ะแกนไดด้ว้ย  
• ทัง้สองแบบนี ้สมัพันธก์นัทางตรโีกณมติ ิโดยการกําหนด

ดว้ยคา่ Cosine ของมมุ เรยีก Direction Cosine 

aAA ˆ=



Direction Cosine 
• Position vector OP 

– Magnitude equal to OP = √x2+y2+z2 

– Direction: cosαi+cosβj+cosγk 
• Called Direction Cosine 

We have  
cosα=F1/OP 
cosβ=F2/OP 
cosγ=F3/OP 

F1 

F2 

F3 



Direction Cosine and 
Direction Ratio 



Direction Cosine and 
Direction Ratio 



Example 
• Given points P1(2,-4,5) and P2(1,3,-2), 

find the vector P1P2 and its magnitude 
and direction 
– OP1 = 2i-4j+5k and OP2 = i+3j-2k 
– P1P2=OP2-OP1=-i+7j-7k 
– P1P2 = √1+49+49=√99 
– Cos α = -1/√99 then α = 95.8 degree 
– Cos β = 7/√99 then β = 45.3 degree 
– Cos γ = -7/√99 then γ = 134.7 degree 

 
 



Direction Cosine and 
Direction Ratio 

 



Next Week 
• Vector Product 

– Scalar Product(Dot) 
– Vector Product(Cross) 

• Chapter II: MATRICES 
• HW II 



CPE 332 
Computer Engineering 

Mathematics II 
Week 2 

Chapter 1 Vector (cont.) 
Chapter 2 Matrix 



Today Topics 

• Chapter 1 Cont. 
• Break 
• Chapter 2: Matrix 
• Download Homework 1: Chapter 1 

–  Due Next Week 



Component Vector 
 



Component Vector in 
Cartesian Coordinate 

 



Component Vector in 
Cartesian Coordinate 



Position Vector 
• จดุใน Space สามารถแสดงไดโ้ดยใช ้Vector 

เริม่จาก Origin 
– อาจเรยีก Location Vector หรอื Radius Vector 
– จดุ P แสดงไดโ้ดยใช ้Vector OP 
– และสามารถแสดงไดโ้ดยใช ้Component Vector 



Position Vector และ 
Addition-Subtraction using 

Component Vector 



Any vectors in Cartesian 
Coordinates 

• Given 2 Points, P(x1,y1,z1) and 
Q(x2,y2,z2) 
– PQ =(x2-x1)i+(y2-y1)j+(z2-z1)k 
– Also magnitude or length of vector is the 

distance between those 2 points (Euclidian 
Distance) 
• PQ = √(x2-x1)2+(y2-y1)2+(z2-z1)2 

O 

X 

Y 

Z 

P(x1,y1,z1) 

Q(x2,y2,z2) 



Direction Cosine/Ratio 
• Vector สามารถเขยีนเป็นสองสว่นประกอบ 

 
 

– ขนาด สามารถหาไดง้า่ย กรณี Position Vector 
– ทศิทาง คอื Unit Vector ทีม่ทีศิทางเดยีวกนักบั 

Vector นัน้ 
• ทศิทาง สามารถแตกเป็น Component Vector บนแตล่ะ

แกนไดด้ว้ย 
• ทศิทางสามารถกําหนดดว้ยมมุทีทํ่ากบัแตล่ะแกนไดด้ว้ย  
• ทัง้สองแบบนี ้สมัพันธก์นัทางตรโีกณมติ ิโดยการกําหนด

ดว้ยคา่ Cosine ของมมุ เรยีก Direction Cosine 

aAA ˆ=



Direction Cosine 
• Position vector OP 

– Magnitude equal to OP = √x2+y2+z2 

– Direction: cosαi+cosβj+cosγk 
• Called Direction Cosine 

We have  
cosα=F1/OP 
cosβ=F2/OP 
cosγ=F3/OP 

F1 

F2 

F3 



Products of Vectors 
• Vector Product 

– Scalar Product(DOT) 
– Vector Product(Cross) 



Scalar Product(DOT) 
 



Scalar Product (DOT) 
 



Scalar(Dot) Product 

A 

n 

θ 

A●n=Acosθ 



Scalar(Dot) Product 
– A●(B+C)=A●B+A●C 
– Let A = a1i+a2j+a3k, B = b1i+b2j+b3k 

• We have A●B = a1b1+a2b2+a3b3 

– Also 
– Given S=ai+bj, the equation of line 

perpendicular to this vector is in the form 
• ax+by=c 

 

S=ai+bj 

Line ax+by=c 



DOT Product 
 



Example 
• Find the angle between the vector 

– A=i-j-k and B = 2i+j+2k 
 

• We calculate A●B = 1.2-1.1-1.2=-1 
• Also A = √(1+1+1)=√3 
• Also B = √(4+1+4)=3 
• Then Cos θ = -1/3√3 

– θ = 101.1 degrees 



Vector Product (Cross) 
 



Cross Product 
 



 



3 Vector Products 
 



Examples 
• Let A=2i+3j-k, B=i+j+2k 

– A●B = 2+3-2 = 3 
– A×B = (6+1)i-(4+1)j+(2-3)k=7i-5j-k 
– A×B is orthogonal to both A and B 

• Test :  A●(A×B)  =  (2i+3j-k)●(7i-5j-k) = 14-
15+1=0 

• Test :  B●(A×B)  =  (i+j+2k)●(7i-5j-k)  = 7-5-
2=0 



Plane Equation in 3D 
• ใน 2D สมการเสน้ตรงจะม ีgeneral Form 

– Ax+By=C 

• ใน 3D สมการของ Plane จะม ีGeneral 
Form 
– Ax+By+Cz=D 
– D เป็นคา่คงที ่ทกุๆสมการในรปูเดยีวกนั แตค่า่ 

D ตา่งกนั จะเป็นระนาบทีข่นานกนั 
• 3x-2y+5z = 3 จะขนานกบั 3x-2y+5z = 6 



Example 1 
• กําหนดสมการของ Plane 2x+3y+2z=5 จง

หา unit vector ทีต่ัง้ฉากกบั Plane นี ้
– กําหนด 3 จดุ คอื A, B, C ดงันี ้
– A: x=0,y=0,ดงันัน้ z=5/2  A(0,0,2.5) 
– B: x=1,y=0, ดงันัน้ z=(5-2)/2  B(1,0,1.5) 
– C: x=0,y=1, ดงันัน้ z=(5-3)/2  C(0,1,1) 
– Vector AB x AC จะได ้Vector ทีต่ัง้ฉากกบั 

Plane 
 



 
 
 
 
 
 
 

• สงัเกตวุา่ทกุๆ Vector ทีเ่ป็น multiple ของ 
2i+3j+2k จะตัง้ฉากกบั Plane 2x+3y+2z=k 
เสมอ โดยที ่k เป็นคา่คงทีใ่ดๆ 
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Example 2 
• จงหาสมการของ Plane ทีต่ัง้ฉากกบั Vector 

3i-2j-k และกําหนดใหจ้ดุ (1,1,2) อยูบ่น 
Plane นัน้ 
– จากตวัอยา่งกอ่น เราไดส้มการของ Plane เป็น 

3x-2y-z= k 
– เราหาคา่  k โดยแทนคา่จดุ (1,1,2) ลงใน

สมการดงันี ้3(1)-2(1)-(2)=-1=k 
– ดงันัน้สมการทีต่อ้งการจะเป็น 3x-2y-z+1=0 



 



Definition of Matrix 
 



Row Matrix, Column Matrix 



Basic Operations 
 



Matrix Multiplication 
 



Square Matrix 
 



Matrix Transpose 
 



Types of Matrix 
 



Types of Matrix 
 



Types of Matrix 
 



Types of Matrix 
 



Types of Matrix 
 



Matrix Inverse 
 



Orthogonal/Unitary Matrix 
 



Orthogonal Vector 
 



Orthogonal Vector 
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Determinant 
 



Determinant of Matrix 
• Given square matrix, determinant of a 

matrix A written |A| is defined by 
recursive equation as 
 
 
 

 
– Starting from [a1x1] = a, and det(a)=a 
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Sign Matrix 
• Given matrix A of order nxn 

– Sign matrix of A is the matrix in the form 
B=[bij]=[(-1)(i+j)] 
 
 























−
−−

−

=























−−−

−−−
−−−

=























=

++

+

+

1

111
111

111

)1()1()1(

)1()1()1(
)1()1()1(

 sign  ,

221

243

132

21

22221

11211































nnn

n

n

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

AA



Minor aij 

• Is the determinant of matrix A after 
taken out row ith and jth column. 
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Cofactor aij 

• Cofactor aij is the minor aij with the sign 
according to sign pattern 

• Matrix of cofactor of A is the matrix B 
which each element bij is the cofactor 
aij 

 

























−

−−

−

=















=

54
21

64
31

65
32

87
21

97
31

98
32

87
54

97
64

98
65

)(,
987
654
321

. AA CoEx



Determinant of 2x2 and 3x3 
 



Calculation of Determinant using 
Recursive Expansion 
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Calculation of Determinant using 
Recursive Expansion 



ความหมายของ Determinant 

• เป็นคา่ Scalar ทีสํ่าคญัทีส่ดุทีบ่ง่บอก
คณุสมบตัขิอง Square Matrix 



คณุสมบตัขิอง Determinant 
 



คณุสมบตัขิอง Determinant 
 



Calculation of Determinant 
(Algorithm) 
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ถา้เราบวกลบ Column เพือ่ให ้Element ในแถว(หรอืคอลมัน)์  
ทีต่อ้งการขยายเป็นศนูยห์มดยกเวน้ Element เดยีว  
เราจะลงเอยดว้ยการคํานวณหา Determinant ของ Matrix  
ทีม่ขีนาดลดลงหนึง่ 

การบวกลบดงักลา่วตอ้งมหีลกัการ มฉิะนัน้ผลลพัธจ์ะไมถ่กูตอ้ง 
เราจะใชค้ณุสมบตัขิอ้ 9 และ 10 ของ Determinant เพือ่กระทําดงักลา่ว 



Algorithm การหา Determinant ที่
มปีระสทิธภิาพ 

• ใชค้ณุสมบตัขิอ้ 10 รว่มกบัขอ้ 9 เพือ่สรา้งเป็น Algorithm 
– 1. มองหา Element ใน Matrix ทีม่คีา่เทา่กบั 1 ถา้หาไมไ่ด ้เลอืก 

Element ใดก็ได ้จากนัน้หารทัง้แถว หรอืหารทัง้ Column ดว้ยคา่
ของ Element นัน้เพือ่ทําใหค้า่เป็น 1 ตวัเลขทีม่าหารนัน้จะตอ้ง
กลบันํามาคณูกบัคําตอบทีไ่ด ้เป็นคา่ Determinant ทีต่อ้งการ
(คณุสมบตัขิอ้ 9) 

– 2. พจิารณาวา่จะ Expand แบบแถวหรอื Column ผา่น Element ที่
เลอืก จากนัน้กําจัด Element อืน่ในแนวที ่Expand เป็นศนูยใ์ห ้
หมด(คณุสมบตัขิอ้ 10) สมมตุเิราเลอืก Element a(x,y) 

• ถา้จะ Expand แบบแถว ใหบ้วกลบ Column อืน่กบั Column ที่
ผา่น Element ทีเ่ลอืก เพือ่ให ้Element ในแถวทีจ่ะ Expand 
เป็นศนูยท์ัง้หมด ยกเวน้ Element ทีเ่ลอืก 

– Col(j) ใหม ่= Col(j) เกา่ – a(x,j)*Col(y); j = 1,2,..,n ยกเวน้ y 

• ถา้จะ Expand แบบ Column ใหบ้วกลบแถวอืน่กบัแถวทีผ่า่น 
Element ทีเ่ลอืก เพือ่ให ้Element ใน Column ทีจ่ะ Expand 
เป็นศนูยท์ัง้หมด ยกเวน้ Element ทีเ่ลอืก 

– Row(i) ใหม ่= Row(i) เกา่ – a(i,y)*Row(x); i = 1,2,..,n ยกเวน้ x 
 

 



Algorithm การหา Determinant ที่
มปีระสทิธภิาพ(ตอ่) 

– 3.ทําการ Expand ตามสตูร เราจะลงเอยดว้ย
การหา Determinant ของ Matrix ทีม่ขีนาด
ลดลงหนึง่เพยีงครัง้เดยีว  

– 4. วธินีีส้ามารถทําเป็น Recursive เพือ่ลดการ
หา Determinant ของ Matrix ขนาดใหญ ่
เหลอืแคก่ารหา Determinant ของ Matrix 2x2 
หรอื 3x3 

 



การหา Determinant 
 



 



การหา Determinant 
 



Inverse of Matrix 
 



Inverse of Matrix 
 



Inverse of Matrix 
 



Inverse of Matrix 
 



Inverse of Matrix 
 



Matrix Inverse 
• การคํานวณตามสมการทีก่ลา่วมา จะใชก้าร

คํานวณมากเกนิไป 
• หลัง Midterm เราจะมาด ูAlgorithm ทีม่ี

ประสทิธภิาพ เพือ่ใชใ้นการหา Matrix 
Inverse 
– Gauss-Jordan Method 



Matrix Norms 
 



Norms 
 

เรียก Spectral Radius ของ X 



Homework 1:Vector 

• Download HW 1 Question Sheet จาก 
Website 
– พมิพ ์Question Sheet ลงบนกระดาษ A4 
– ทําการบา้น โดยแสดงวธิทํีาและคําตอบในชอ่ง

ทีกํ่าหนด ดว้ยลายมอืนักศกึษา หา้มพมิพ ์ตอ้ง
ใชก้ระดาษทีพ่มิพน์ีทํ้าการบา้น 

– เขยีนชือ่ทีห่วักระดาษ สง่อาทติยห์นา้ตน้ชัว่โมง 
– ไมรั่บงานทีไ่มเ่ป็นไปตามทีกํ่าหนด 
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